Concours SI 2013

MATHEMATIQUES, ANALYSE

1) Soit n > 1 un entier. L’espace R" est muni du produit scalaire défini par

k=1
pour tout x = (z1,...,x,) € R" et tout y = (y1,...,y,) € R™ Nous notons ||-|| la norme définie
par ||z||* = (z,z). Alors M,(R), 'espace des matrices carrées n x n, est muni de la norme
[T
[Tl = sup :

ceRnz£0 || 7|

Etant donnée T dans M,,(R), nous notons T* la matrice adjoint (ou la transposée) de T.
* * 2
a) Prowver que ST, < 151l [Tl 7], = [Tl et [T, = |71

b) Supposons pour cette question uniquement que 7% = T'. Montrer que, pour tout entier

N dans N,
1T, = 171"

c) Déduire que pour tout 7" dans M,,(R) et pour tout entier N dans N,
wr\ NV 2N
(T=T) [l = 171"

2) Considérons une suite (7});ez de matrices dans M, (R). Supposons qu'il existe une fonction
w: Z —]0,400] tell que >, , w(i) < +oo et telle que, pour toute paire (j, k) € Z x Z,

VI T, < wl(i = k), (1)
VITTE, < w(i — k). 2)

Le but de cette question est de montrer que, pour tout sous-ensemble fini ' C Z,

T

Jjer

<o ou a:Zw(i). (3)

5 icZ

a) Prouver que ||T;]|, < w(0) pour tout j € Z.

2N fois
——N—
b) Fixons un entier N > 1 et un sous-ensemble fini ' de Z. Notons [ = F*N = F x ... x F
I'ensemble des (2N )-uplets d’entiers dans F'. Prouver que, pour tout (i1,4s,...,%n) € I, on a

HT{;TiQ ﬂ;ﬂ4 e 'T;;Nfsz‘gN H2 < W(O)w(il - i2)w(i2 - 13) e 'w(iQN—2 - i2N—1)w(i2N—1 - i2N)-



c) Rappelons la notation o =, _, w(i). Montrer que
SN SN T T, < (card o™
i1 42 ioN_—1 12N

ou la sommation est prise sur tous les (2N)-uplets (i1, s, ...,lan_1,%2n) € I.
d) Prouver que U =}, . T} vérifie I'estimation (3).

3) Soit K: R\ {0} — R une fonction de classe C! vérifiant, pour une certaine constante
B >0,

i) |K(z)| < Blz|™! et la dérivée vérifie |K'(z)| < B|z|™2 pour tout z # 0,
ii) K(—x)= —K(z) pour tout = # 0.

a) Il est admis qu'il existe une fonction ¢: R — R, de classe C*, telle que
Loo(z) = o(=2);
2. p(z) =1si|z| <1et p(z)=0pour || > 2.
Pour tout j dans Z définissons K;(z) par K;(z) = (¢(277z) — ¢(2772)) K (z). Prouver que
/Kj(x) dx =0, sup sup 2% ’Kj’(x)’ < 400,
R

JEZ xR

sup/ |K;(z)| de < 400, sup 2j/ |z| | K (x)] doz < 4o0.
jez JRr Jez R

b) Etant donnés deux entiers j, k dans Z avec j > k, posons

ijk(m):/RKk(y)Kj(x—l—y)dy.

Prouver qu'il existe une constante C; (indépendante de j, k, z) telle que |Kjx(x)| < C 282,
Déduire que

/ K1 (x)] do < Cy271H
R

pour une constante positive Cy indépendante de j et k.



